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模拟摩擦接触问题的新型无网格数值方法 

马文涛 1, 2，师俊平 1，李  宁 1 
（1. 西安理工大学 土木建筑工程学院，西安 710048；2. 宁夏大学 数学计算机学院，银川 750021） 

 
摘  要：针对摩擦接触问题，给出一种新型的无网格数值方法。该方法基于单位分解思想，在标准无网格 Galerkin 法的位移

模式中嵌入不连续函数和裂尖奇异函数，分别反映接触面的不连续性和接触面端点的奇异性；结合接触摩擦定律，继而构造

出求解摩擦接触问题的无网格线性互补模型。在该方法中，接触面方程使用接触点对离散，全局离散系统方程则转化为标准

的线性互补问题，可以很方便地使用 Lemke 算法求解。算例分析证明，本文方法的正确性和有效性。 
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A new meshless numerical method for simulating frictional contact problems 
 

MA Wen-tao 1, 2，SHI Jun-ping 1，LI Ning1 
( 1. School of Civil Engineering and Architecture, Xi’an University of Technology, Xi’an 710048, China;  

2. School of Mathematics & Computer Engineering, Ningxia University, Yinchuan 750021, China ) 
 

Abstract: A new meshless numerical method for frictional contact problem is presented. In order to represent the discontinuous 
displacement field along contact surface and stress singularity around the contact surface tip, a discontinuous function and asymptotic 
crack tip displacement fields are added to the standard displacement formula based on the idea of partition of unity. Then, combined 
with frictional contact laws, a linear complementary model with the meshless method is formulated. In this approach, contact 
interface equations are discretized by contact point-discretization; and the global discretized system equation are transformed into a 
standard linear complementary problem that can be solved readily by using the Lemke method. Numerical examples show that the 
method is effective for solving the frictional contact problems.  
Key words: meshless method; discontinuous displacement; frictional contact; linear complementarity  
 

1  引  言 

接触摩擦问题广泛存在于机械、航空航天、土

木、水利等工程领域，并且随着对工程结构分析精

细程度日益提高的要求，对该问题的准确描述和求

解成为难以回避的问题。由于接触边界及其接触状

态（分离、黏合、滑移）在计算前均未知，再加之

当接触发生后，需要计算摩擦力，接触问题本质上

是复杂的非线性问题，所以接触摩擦问题的求解也

被认为是固体力学中极具挑战性的问题之一。目前，

有限元是求解接触问题最主要的数值方法，常用算

法包括拉氏乘子法、惩罚函数法、数学规划法、互

补法等。这些方法都需要引入层状单元或节理单元

模拟不连续面的局部接触特性。但当接触面移动时

（如裂纹扩展），不得不更新界面单元，网格也随之

需要重新划分，工作相当繁琐。无网格法是近年来

发展速度较快的新型数值方法，它只需要问题域及

其边界上的离散节点信息，没有网格依赖性，非常

适合求解流-固耦合、高速碰撞、裂纹扩展、局部化

等大变形问题，受到计算力学界和工程界的极大关

注[1]。Belytschko 等[2]采用罚函数法施加接触条件，

基于无网格 Galerkin 法（EFGM）模拟了裂纹在压

荷载作用下的扩展问题。庞作会等[3]将 Goodman 单

元引入 EFGM 模拟岩体不连续面。李卧东等[4]基于

EFGM，在接触面上引入罚参数，通过迭代计算，

模拟了弹性体与刚体间的接触行为。卢波等[5]指出，

无网格法中使用 Goodman 单元存在位移模式与假

定位移模式不相协调的问题，通过将节理单元的刚
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度矩阵累加到系统总体刚度矩阵来解决。以上这些

方法在计算过程中，均需使用可视准则。该准则认

为，问题边界及任何内部不连续面都是不透明的。

也就是说，当节点影响域遇到这些边界和不连续面

时都将被截断，那些处于不连续线另一侧的节点将

会从影响域中删除，导致系统方程的稀疏度大大降

低，必须使用更大的影响域尺度来处理。 
本文基于单位分解思想，在 EFGM 的位移模式

中增加阶跃函数项和裂尖奇异项，构造无网格不连

续位移场函数。然后参考文献[6－7]的作法，将接

触摩擦条件转化为包含惩罚因子的线性互补形式，

建立求解摩擦接触问题的不连续无网格线性互补模

型，利用已经成熟的 Lemke 算法求解。该模型无需

引入可视准则且不需要迭代计算，大大提高了求解

效率。 

2  无网格不连续位移模式 

标准 EFGM 的位移场近似函数可表示为 

1
( ) ( ) ( )

m

i ij j
j

u a p


x x x          （1） 

式中： jp 为单项式基函数；m 为 jp 的阶次； ija 为

待定参数，由离散 L2范数取极小值的条件确定，具

体形式为 

1 1
( ) ( )[ ( ) ( ) ]

N m

i I ij j I iI
I j

L w a p u
 

   x x x x x   （2） 

式中： ( )Iw x x 是紧支撑权函数（或窗函数）； Iu 为

节点位移；N 为计算点影响域内的节点总数。对式

（2）取极小值求得 ija 与 iIu 之间的函数关系并回代

入式（1），可得 

1
( ) ( )

N

i I iI
I

u x u


 x             （3） 

式中： ( )I x 为 EFGM 的形函数，具有高阶连续性、

单位分解性等。在处理诸如裂纹等不连续问题时，

需考虑由不连续面或线引起的不连续性，因此，必

须对式（3）的位移模式进行修改。根据文献[8－9]
的结论：若形函数满足单位分解特性，可根据特定

问题解的先验知识对近似函数进行扩展。因此，考

虑线弹性断裂力学 Westergaard 解，对 EFGM 近似

函数进行扩展，得到不连续近似函数，具体形式为 

disc
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式（4）中第 1 项是标准 EFGM 近似函数；第 2 项

反映沿接触面两侧的不连续；第 3 项则反映接触面

端部奇异性。 discN 为阶跃扩展节点集合，由其影响

域被接触面切割的节点组成； TipN 为裂尖扩展节点

集合，由裂尖的影响域内包含的节点组成； iJ 、 iKl
为附加自由度； ( )f x 为水平集函数，可以隐式表达

不连续面，具体形式为 

( )
( , ) min

S t
f t




  
x

x x x          （5） 

2( )S t R 为不连续界面，当节点位于界面上方

时取正号，下方时取负号。 ( )H x 为 Heaviside 阶跃

函数，具体形式为 

1 0
( )

1 0
H

 
  

x
x

x
           （6） 

lT 为裂尖扩展函数，表达式为 

1,2,3,4{ } { cos( / 2),  sin( / 2),

               sin( / 2)sin ,  cos( / 2)sin }
lT r r

r r

 

   

 
   （7） 

其中： r 为节点 x 到裂尖 Tipx 的距离， ( ) x  
1sin ( / )f r 。 
由式（4）可知，计算点的影响域不受结构内部

细节的影响，不连续界面引起的位移不连续性由附

加自由度确定，无需使用可使准则。 

3  接触面方程 

为简单起见，考虑二维小变形情况下的面-面接

触。设 A ， B 为两个物体组成的接触体系，潜在

接触边界为 c 。接触面上对应点的位移定义为

（ (A)
nu ， (A)

τu ）和（ (B)
nu ， (B)

τu ），法向和切向接触

应力分别定义为 np ， τp 。则接触位移用相对位移

描述 
(A) (B) (A) (B)

n n n τ τ τu u u u u u   ；      （8） 

通常，接触力和接触位移应当满足如下两个定律： 
（1）法向接触定律 

n n n n0 0 0u p p u ≥ ， ≤ ，        （9） 

式（9）中 3 式的意义依次为非穿透条件、法向不受

拉条件和互补条件。 
（2）切向 Coulomb 摩擦定律 

τ n

τ n

 +  

 +  

p p c

p p c





  


 

黏结

滑动
      （10） 

式中： 为摩擦系数；c 为黏聚力。参照理想刚塑
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性体单向应力-应变关系的表述，式（9）、（10）可

统一表述为 

Tτ τ n

τ τ n c
c

n n

  
    

                      

p p p c
p p p c
p p




    
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   

， ，
gg = f = u
p

  

                                       （11） 
T0 0 0≥ ， ≤ ，f f          （12） 

式中： c n τ[ , ]Tu uu ， T
c n τ[ , ]p pp 。g 为接触滑动

势函数； c/ g p 描述切向和法向相对滑动位移的方

向。 T
1 2 3[ , , ]   代表接触点切向和法向滑动量的

大小。 f 为接触滑动函数。然后引入惩罚函数，则

式（11）、（12）转化为以下形式： 

 c c c g     p D u m           （13） 

 T
c c c g 0  ≤f m D u m         （14） 

T0 0 ≥ ， f            （15） 

式中：
τ

c
n

0
0
E

E
 
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 

D ， τE ， nE 分别为切向和法向

惩罚因子，其取值由具体问题决定。本文中 τE = 

nE ≥E，E 为弹性模量。 c
c


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

fm
p

1 1 0
1 
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 
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，

g
c

1 1 0
0 0 1
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gm
p

。式（13）～（15）称为惩

罚-线性互补型接触条件。为了计算方便，引入松弛

变量 T
1 2 3[ , , ]v v vv ，则互补关系为 

T

0             

 0 , , 0

  


 ≥

f v
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         （16） 

考虑接触面条件，标准 EFGM 的虚功方程修改为 

c

c t

T T
c c c  

T T T
c c c   

d dΓ

dΓ d dΓ

  

   

 

  

 

 

 
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ε Dε u D u

u D m u b u t
 （17） 

4  离散控制方程 

式（17）含有接触面上的积分，因此，必须对

接触面进行离散。将接触面划分为有限个区段。每

个区段两侧布设相同数目的高斯点，组成接触点对。

对于某一接触点对，由式(4)可求得其相对位移为 

c cu ΘΦ U              （18） 

式中：
    

 
x y

y y

n n
n n

 
  

  
 。将式（4）、（18）代入式（17）， 

得 
 KU Hλ f             （19） 
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式中： stdB 由式（3）的形函数导数组成； enrB 由扩

展部分组成，当 DsicI Nx 时， ( )I x 为阶跃扩展函

数 ( ( )) ( ( ))JH f H fx x ；当 TipI Nx ， ( )I x 分别

为裂尖扩展函数 lT 。 1 2 3 4{ , , , , , ,}i i i i i iU u      为节

点位移列向量集合，包括节点常规自由度和附加自

由度； 
将式（18）代入式（16）的互补条件，可得 

g c

T

0

0 , , 0

   

   ≥

M U M v

v



  
        （26） 

式中：
c c

T T
g g c c c c c g  

dΓ dΓ
 

  ，M m D M m D m 。 

由式（19）解得 1( ) U K H f ，然后代入

式（26）可得 

T

            

0 , , 0

  


 ≥

v q

v



  


       （27） 

式中： 1
c g

 M M M K H ， 1
g

 q M K f 。显然，

式（27）是一个标准的线性互补问题，表示为  
LCP(q，M)，传统的 LCP 算法如 Lemke 可以很方便

地对其进行求解。 

5  数值算例 

5.1  含节理平板 
如图 1 所示，宽为 1 m、高为 3 m 的平板，中

间含有一条贯通节理，底部固定，上部受均布压力
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σ 和切向力 τ 的作用。平板材料参数弹性模量为 E = 
2 kPa，泊松比为 v = 0.3，节理面摩擦系数为 μ = 0.3，
凝聚力为 c = 0。将整个计算区域划分为 21×31 个背

景积分网格，网格角点为节点，采用 4×4 高斯积分。

将节理面划分为 20 个区段，每个区段采用 4 个高斯

积分点。首先计算 σ = 50 N/m，τ = 0 时的情况。当

惩罚因子 En = Eτ 的取值依次选取为 E～1012E，计算

的法向接触应力值与精确解（σ = 50 N/m）均吻合

得很好，最大相对误差仅为 0.77%（En= Eτ= E 时）；

图 2 给出了沿节理面上的法向接触和切向接触应力

分布（En= Eτ = 109E 时）。可以看出，本文计算的切

向接触应力远小于法向接触应力，其分布反对称于

节理面。然后计算 σ = 50 N/m，τ = 5 的情况。图 3
为沿节理面上的法向接触和切向接触应力分布。可

以看出，切向接触应力为抛物线型分布，法向接触

应力为线性分布。以上两种情况的计算结果与文献

[7]十分接近。 
5.2  受压裂纹应力强度因子 

如图 4 所示，裂纹试样尺寸为 50 mm×50 mm，

裂纹半长为 a = 5 mm，裂纹中心位于试样中心。材

料参数取为 E = 5 GPa，泊松比 v = 0.35，摩擦系数

μ = 0，抗拉强度为 σt = 3 MPa。试样顶部和底部施

加均匀的单轴压缩荷载 σ = 1 kPa。节点离散见图 4。
在裂纹面光滑情况下，该问题的应力强度因子的理

论解[10]为 

π sin( ) cos( )IIK a         （28） 

令 / πIIK a 为正则化应力强度因子，采用相互作

用积分计算了不同裂纹倾角 θ 对应的应力强度因

子。图 5 给出了本文方法计算的应力强度因子与 θ
的变化关系，并与理论解进行比较。从图 5 可以看

出计算结果理论解吻合的非常好。 
 

 
图 1  含节理方板 

Fig.1  A rectangular plate with a joint 

 

(a) 

 

(b) 

图 2  σ =50 N/m，τ = 0 时节理面接触应力 
Fig.2  Contact stresses on the joint face for σ = 50 N/m, τ=0 

 

 
(a) 切向接触应力 

 

(b) 法向接触应力 

图 3  σ =50 N/m，τ = 5 N/m 时节理面接触应力 
Fig.3  Contact stresses on the joint face for  

σ =50 N/m, τ = 5 N/m 
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图 4  受压裂纹试样 

Fig.4  Compression-load crack specimen 
 

 
图 5  应力强度因子计算结果 

Fig.5  Computational results of stress intensity factors 
 

5.3  弹性地基中的桩基抗拔问题 
本算例分析桩与桩侧土的接触。考虑对称性，

选取一半区域计算，计算模型见图 6。土为黏性土，

其参数为 Es = 20 MPa，v = 0.25，ρ = 2 g/cm3。混凝

土桩的材料参数为 Ec = 2×104 MPa，v = 0.3，ρ=    
2.5 g/cm3。桩土接触面间满足 Mohr-Coulomb 定律，

凝聚力 c = 0.05 Pa，摩擦系数 μ = 0.58。底部边界固

定，两个侧边施加水平位移约束，桩顶部施加 P = 
5×102 kN/m 的拉力作用。 

 

 
图 6  节点离散 

Fig.6  Node discreteness 

图 7 为本文方法和有限元中使用接触单元[11]计

算得到的接触面切向应力分布图。可以看出，与文

献[11]相比，本文方法能更好地体现桩基与地基土

之间的滑动摩擦将自上而下地扩展的性质。 

 

 
(a)有限元                   (b)本文方法 

图 7  接触面上的剪应力分布 
Fig.7  Shear stress distributions along contact surface 

 

6  结  论 

本文首先利用标准的无网格 Galerkin 法的单位

分解性质，通过在位移模式中嵌入不连续项表达由

接触面引起的位移不连续和接触面端点的应力奇

异，构造了不连续无网格位移场函数。然后结合摩

擦接触定律的线性互补描述，给出一种新型的求解

摩擦接触问题的无网格线性互补方法。几个数值算

例验证了本文方法的可行性和有效性。岩石、混凝

土等准脆性材料的破坏形式大多属于压剪性裂纹开

裂破坏。这类破坏形式涉及接触非线性和裂纹断裂

扩展两方面结合的问题，十分复杂，本文为无网格

方法分析压剪性裂纹扩展问题提供了有力的支持，

具有良好的应用前景。 
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